
 

 
                                       Etapa locală, clasa a IX –a  

18.02.2018 

Barem de corectură 
Subiectul 1 

 {
𝑥

2
} + {𝑥} + {2𝑥} = 𝑥 ⇔ {

𝑥

2
} + {2𝑥} = 𝑥 − {𝑥} ⇔             {

𝑥

2
} + {2𝑥} = [𝑥]                                                             

(*) 

1p 

 {
𝑥

2
} ∈ [0, 1) și {2𝑥} ∈ [0, 1) ⇒ {

𝑥

2
} + {2𝑥} ∈ [0, 2) și (*) ne  

conduce la [𝑥]  ∈ [0, 2)    ⇔               [𝑥]  ∈ {0, 1}      

2p 

  

Dacă   [𝑥] = 0 atunci x∈ [0, 1) ⇒
𝑥

2
∈ [0,

1

2
) ⇒ {

𝑥

2
} =

𝑥

2
 și  

 

2𝑥 ∈ [0, 2) ⇒ {2𝑥} = 2𝑥 − [2𝑥] = {
2𝑥, 𝑥 ∈ [0,

1

2
)

2𝑥 − 1, 𝑥 ∈ [
1

2
, 1)

 

(*) devine 
𝑥

2
+ 2𝑥 = 0, 𝑥 ∈ [0,

1

2
) ⇒ 𝑥 = 0 ∈ [0,

1

2
) 

sau 
𝑥

2
+ 2𝑥 − 1 = 0, 𝑥 ∈ [ 

1

2
, 1) ⇒ 𝑥 =

2

5
∉ [ 

1

2
, 1) 

 

 

2p 

 Dacă [𝑥] = 1 atunci 𝑥 ∈ [1, 2) ⇒
𝑥

2
∈ [

1

2
, 1) ⇒ {

𝑥

2
} =

𝑥

2
 

și  

2𝑥 ∈ [2, 4) ⇒ {2𝑥} = 2𝑥 − [2𝑥] = {
2𝑥 − 2, 𝑥 ∈ [1,

3

2
)

2𝑥 − 3, 𝑥 ∈ [
3

2
, 2)

 

Dacă 𝑥 ∈ [1,
3

2
) (*) devine 

𝑥

2
+ 2𝑥 − 2 = 1 ⇒ 𝑥 = 1,2 ∈ [1,

3

2
) 

Dacă 𝑥 ∈ [
3

2
, 2) (*) devine 

𝑥

2
+ 2𝑥 − 3 = 1 ⇒ 𝑥 = 1,6 ∈ [ 

3

2
, 2) ⇒  𝑥 ∈

{0;  1,2;  1,6} 
 

 

 

2p 

Subiectul 2 

 Demonstrăm folosind metoda inducției matematice. 

Pentru n=1 avem 

2𝑥1 +
1

(𝑥1 − 𝑥0)
2
≥ 3 + 2𝑥0  ⇔ 

2(𝑥1 − 𝑥0) +
1

(𝑥1 − 𝑥0)
2
≥ 3 , 𝑥0 < 𝑥1 ⇒ 𝑥1 − 𝑥0 > 0 

Arătăm că pentru 𝑎 > 0 avem 2𝑎 +
1

(𝑎)2
≥ 3 

Astfel 
2𝑎3+1−3𝑎2

(𝑎)2
≥ 0 ⇔

(𝑎−1)2(2𝑎+1)

𝑎2 ≥ 0 adevărat 

Pentru 𝑎 = 𝑥1 − 𝑥0 > 0 formula este verificată. 

3p 

 Presupunem 𝑃(𝑛) adev. și demonstrăm 𝑃(𝑛 + 1) adev. 

Din 𝑃(𝑛)avem că  
1

(𝑥1 − 𝑥0)
2
+ ⋯+

1

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)
2
≥ 3𝑛 + 2𝑥0 − 2𝑥𝑛 

și adunând în ambii membri  

2𝑥𝑛+1 +
1

(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛)2
  obținem 

2p 



2𝑥𝑛+1 +
1

(𝑥1 − 𝑥0)
2
+ ⋯+

1

(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)
2
≥ 

≥ 3𝑛 + 2𝑥0 − 2𝑥𝑛 + 2𝑥𝑛+1 +
1

(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛)2
   

este o relație adevărată 

 Pentru a demonstra că 𝑃(𝑛 + 1) este adev. rămîne de demonstrat că  

3𝑛 + 2𝑥0 − 2𝑥𝑛 + 2𝑥𝑛+1 +
1

(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)
2
≥ 3(𝑛 + 1) + 2𝑥0 

de unde obținem  

  2(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) +
1

(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛)2
≥ 3                             (**) 

Dar 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 ⇒ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 > 0 și folosind (*) obținem că (**) este adevărată. 

2p 

Subiectul 3 

 Fie D, E, F respectiv mijloacele laturilor [𝐵𝐶], [𝐶𝐴], [𝐴𝐵].  
Dacă G este centrul de greutate al ∆𝐴𝐵𝐶 atunci avem  

𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ =
1

𝑎+𝑏+𝑐
(𝑎𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑐𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)             și 

 

𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

2p 

 Dar 𝐺𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2

𝑎+𝑏+𝑐
(
𝑎

2
𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

𝑏

2
𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑐

2
𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) 2p 

 
𝐺𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
(𝑎𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑐𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 

=
1

2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
[(𝑎 + 𝑐)𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝑎 + 𝑏)𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝑏 + 𝑐)𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗] = 

=
1

2(𝑎+𝑏+𝑐)
[(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) −  − 𝑏𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗— 𝑐𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑎𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗] = - 

1

2(𝑎+𝑏+𝑐)
(𝑎𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑏𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑐𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 

= −
1

2
𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗  

⇒2𝐺𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ ⇒ I,G,N coliniare 

3p 

Subiectul 4 

 E mijlocul lui [𝐴𝐷] ⇒ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 

=
1

2
(
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
[
1

2
(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗]= 

=
1

2
[
1

2
(−𝑢⃗ + 𝑣 ) − 𝑢⃗ ] =

𝑣 − 3𝑢⃗ 

4
 

 

 

 

3p 

 F mijlocul lui [𝐸𝐴] ⇒ 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑣 = 

= −
1

4
(
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

2
) + 𝑣 = −

1

4

𝑢⃗ + 𝑣 

2
+ 𝑣 =

7𝑣 − 𝑢⃗ 

8
 

2p 

 7

2
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

5

2
𝑣 =

7

2

𝑣⃗ −3𝑢⃗⃗ 

4
+

5

2
𝑢⃗ =

7𝑣⃗ −𝑢⃗⃗ 

8
=𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 2p 

 


